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Systéemes de numération

On appelle systeme de numération tout procédé permettant d’associer a chaque nombre une
suite de caracteres. Le systeme de numération en usage aujourd’hui est la numération dite de
position en base 10, mais d’autres systémes ont été utilisés et le sont encore : les chiffres romains
par exemple. Il se trouve que dans I’état actuel des technologies, le systeme le plus commode
pour les ordinateurs est la représentation de position en base 2, encore appelée représentation
binaire.

Développement d’un entier en base B

Soit B > 2 un entier. On appelle chiffres en base B les entiers compris entre 0 et B — 1.
Donc, une fois la base fixée, il y a un nombre fini de chiffres, et en théorie, il est toujours possible
de représenter chaque chiffre par un symbole.

Théoréme 1 Soit B > 2 un entier. Soit n > 0 un entier. Alors il existe une unique suite
d’entiers naturels (ag,ag—1,...,a1,a9) telle que :

— ag 75 0

— Pour tout i, a; est un chiffre en base B.

- n=ayB+ aB' + ayB?*+ - - + q;,B*.

Cette suite s’appelle le développement en base B de n. Les a; s’appellent les chiffres de n.
On écrit n = agag_1 . -.a1ag. Dans 'usage courant en informatique, les bases les plus utilisées
sont la base 10 et la base 2. Un entier écrit en base deux est dit sous forme binaire, en base
10 sous forme décimale. On appelle bits les chiffres d'un entier en base 2 (de 'anglais ‘binary
digit’). Les bases 8 et 16 sont aussi utilisées par les informaticiens : on parle de nombres donnés
en octal et en heradécimal. En hexadécimal, le nombre de chiffres depasse 10. On utilise les
lettres A, B, C, D, E, F pour noter les chiffres apres 9.

Trouver les chiffres d’un nombre

Pour trouver les chiffres d’un nombre n dans une base B, il suffit d’étre capable de calculer
quelques divisions Euclidiennes :

qo="n
Pour tout ¢ > 0 on définit a; et ¢;4+1 par :
qi = qi+1B +a;, avec 0 < a; < B

Théoréme 2 A partir d’un rang k + 1, la suite (a;) devient nulle. Et on a, en base B : n =
apQp—1...0aQ.

PREUVE — On montre d’abord que pour tout i € Non an = ¢B* + agB° + --- + a;_1 B L.
Pour i = 0, c’est vrai car gy = n. Si la propriété est vraie pour i > 0, alors n = ¢;B* + agB° +
et (Iilei_l = (qi+1B + ai)Bi + CLQBO + -+ (Iilei_l = qi+1Bi+1 + (IoBO + -+ (IiBi. La
propriété est bien vraie pour i + 1, et de la pour tout ¢ € N.

Comme (B%);en tend vers infini, les ¢; doivent tous étre nuls & partir d’un certain rang, et
les a; le sont donc aussi. La relation ci-dessus montre bien n = arag_1 ... ag. O



Représentation des nombres réels

La représentation des nombres réels pose des problemes théoriques et pratiques. En effet,
le mathématicien Cantor a montré a la fin du XIX® siecle qu’étant donné un ensemble fini de
symboles A, il est impossible d’associer sans ambiguité a chaque nombre réel une suite finie
d’éléments de A. Toutefois, il existe de nombreux systémes permettant d’associer & chaque réel
une suite éventuellement infinie de symboles.

Afin de ne pas alourdir le cours, on se restreint au cas des réels de [0, 1[. Cela a pour avantage
que tous les nombres s’écriront 0, .... Et cela est suffisant, car tout nombre réel est la somme
d’un entier relatif et d’un réel de [0,1[. Soit (a,)nen+ une suite de chiffres en base B, et soit
x € [0,1] un nombre réel. On pose :

Zp =B '+ aB %+ - 4+a,B™"

On dit que (ap)nen est une représentation de x si z = lim, o x,. On écrit alors x =
0,ajazas . ... Il faut noter que pour n’importe quel choix de la suite (a,)nen-, la suite (2, )pen=
converge.

Dans le cas ou la suite (a,), € N* est périodique, de période p a partir du terme ay, on
s’autorise la notation suivante :

x=0,a10203 ...05_10kAk11 - - - Chtp_1

Attention, certains nombres réels peuvent avoir deux représentations différentes en base B.
Par exemple, en base 10, on a 1/2 = 0,5 = 0,499999 - - - = 0,49.

Algorithme pour trouver le développement des rationnels

L’algorithme suivant, qui n’est autre que celui enseigné aux enfants a ’école primaire, permet
de trouver un développement en base B pour tout nombre rationnel de [0,1[. On se donne en
entrée deux entiers naturels u et v, avec u < v. On définit les suites (7x)ren €t (qr)ren :

o =1u
Pour tout k£ > 0 on définit ry et g par :
Bry_1 =vqi +rp, avec 0 < rp <wv

On remarque que pour tout k, 7 < v. Donc, 0 < ¢ < B, autrement dit les entiers g
peuvent étre vus comme des chiffres en base B. Le théoreme suivant montre qu’en fait, les
suites définies ci-dessus permettent d’obtenir le développement en base b de u/v :

Théoréme 3 u/v =0,q1¢2q3. . .

PREUVE — On montre d’abord pour tout £ > 0 :

Tk U ( q di )
P L
Bfv v Bl Bk
Pour k£ = 0, c’est évident car rg = w. Si k > 1, supposons la formule vraie pour k£ — 1.
Puisque rx = Brg_1 — vqi, on a alors :

Bky  BF-ly Bk
par hypothese de recurrence.
Comme 7, < v, on a donc :

Tk Tk—1 Qk_u_<CI1 Qk>



u q1 %) 1
P — e —_ < R
v (Bl + +Bk Bk

ce qui montre bien que :

. q1 dk U
llm - “ e _— =
k——+o00 .B1 + + Bk v

O

Encore une fois, 'algorithme nous permet de démontrer un résultat théorique, qui a pour
conséquence, entre autres, ’existence de nombres irrationnels :

Théoreme 4 Un nombre réel est rationnel si et seulement si il admet un développement périodique
en base B.

Exercice 1

1. Ecrire une fonction de prototype void conv(int) convertit un entier en base 2. Cette fonction
affiche les bits de l'entier n passé en argument.

2. Ecrire une fonction de prototype void conv(int n, int B) convertit un entier n en base
B. Cette fonction affiche les chiffres en base B de 'entier n passé en argument. La fonction doit
fonctionner pour les bases 2 a4 16 au moins.

Exercice 2

1. Ecrire une fonction de prototype void inv(int) qui calcule et affiche les chiffres en base 10
de l'inverse d’un entier n passé en argument.

2. Vérifier la variante suivante du petit théoreme de Fermat : le développement en base 10 de
I'inverse d’un entier premier p différent de 2 et 5 est de la forme 0, ajas - - - ax ou k est un diviseur
de p—1.

Indication : on pourra utiliser le fait qu’en base 10, les inverses des entiers qui ne sont ni
divisibles par 2 ni par 5 sont de la forme 0,ajas...ag. La période peut étre détectée lors de
I’exécution de ’algorithme par le retour de 1 dans la suite des restes.

3. Le petit théoreme de Fermat tel qu’énoncé ci-dessus permet-il de tester si un nombre est
premier ?



